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記法 0.1. 次の記法は以後断りなく用いる．

(1) n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ について，n :“ t0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1u，rns :“ t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nu．N “ t0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ u，N` “ Ną0 “ t1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ u．
(2) 同様にして，R` :“ tx P R | x ě 0u，R` :“ tx P R | x ą 0u，R` :“ r0,8s．
(3) pΩ,F, Pqを確率空間，LpΩq “

␣

X : Ω Ñ R | X は可測関数
(

．
(4) H をノルム空間とするとき，B “ tx P H | }x} ď 1uで閉単位球を表す．H が Hilbert空間のとき，内積を p´|´qで表す．
(5) Banach空間 X,Y について，この間の有界線型作用素全体のなす Banach空間を BpX,Yqで表す．BpXq :“ BpX,Xqと略
記する．

問題文の表現は筆者の都合で一部変えています．過去 3年分の入学試験問題はこちらから見れます．

1 2022年度 (令和 4年)実施
所感. この年度の実解析と関数解析の問題はいずれも有限測度空間を扱っており，いずれも Vitaliの収束定理を用いることで打開
策が見つかる場面がある．

定義 1.1 (uniformly integrable). 関数族F Ă L1pΩqが一様可積分であるとは，次が成り立つことをいう：

@εą0 Dδą0 @fPF @EPF µpEq ă δ Ñ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E
fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε.

命題 1.2 . pΩ,F, µqを有限測度空間，tfnu Ă L1pΩqを関数列とする．ある 1 ă pについて

sup
nPN

ż

Ω
|fn|pdµ ă 8

が成り立つならば，tfnuは一様可積分である．

［証明］. 任意の λ ě 0と n P Nについて，
ż

Ω
1t|fn |ąλu|fn|dµ ď

ż

1t|fn |ąλu

|fn|p
λp´1dµ

1
λp´1

ż

|fn|pdµ

より，
sup
nPN

ż

t|fn |ąλu

|fn|dµ ď λ´pp´1q sup
nPN

ż

|fn|pdµ λÑ8
ÝÝÝÏ 0.

これを得れば，任意の ε ą 0 について，ある λ ą 0 が存在して
ż

t|fn |ąλu

|fn|dµ ă ε を満たすため，µpEq ă ε{λ を満たす任意の
E P F について，

ż

E
|fn|dµ “

ż

EXt|fn |ąλu

|fn|dµ `

ż

EXt|fn |ďλu

|fn|dµ ă 2ε.

■

定理 1.3 (Vitali). pΩ,F, µqを有限測度空間，tfnunPN Ă L1pΩqは一様可積分な列であるとする．このとき，pfnqが殆ど至る所有
限値な関数 f P LpΩqに概収束するならば，f P L1pΩqでもあり，

lim
nÑ8

ż

Ω
|fn ´ f |dµ “ 0.

https://www.ms.u-tokyo.ac.jp/kyoumu/_52023_52023_pdfadobe_acrobat_reader.html
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1.1 実解析
B 第 10問（実解析）

測度空間 pΩ,F, µqは µpΩq “ 1を満たすとする．

(1) 任意の正の定数 a P R` と f P L1pΩqに対して次を示せ：

µp|f | ě aq ď
1
a

ż

Ω
|fpxq|dµpxq.

(2) 関数列 tfnunPN Ă L1pΩqは次を満たすとする：
(i) lim

nÑ8

ĳ

ΩˆΩ

|fnpxq ´ fnpyq|dµpxqdµpyq “ 0，

(ii) sup
nPN

ż

Ω
|fnpxq|2dµpxq ď 1，

(iii) @nPN`

ż

Ω
fnpxqdµpxq “ 0．

このとき， lim
nÑ8

ż

Ω
|fnpxq|dµpxq “ 0を示せ．

(3) (2) の (i),(ii),(iii) を満たし，inf
nPN

ż

Ω
|fnpxq|2dµpxq ą 0 となるような測度空間 pΩ,F, µq と関数列 tfnunPN の例をあ

げよ．

［解答例］.

(1) 集合 tx P Ω | |fpxq| ě auの定義関数を 1t|f |ěau で表すと，1t|f |ěau ď
|f |
a 1t|f |ěau より，

µp|f | ě aq “

ż

Ω
1t|f |ěaudµpxq ď

ż

Ω

|f |
a 1t|f |ěaudµpxq

ď
1
a

ż

Ω
|fpxq|dµpxq.

(2)

■

1.2 関数解析
B 第 9問（関数解析）

X を Banach空間 L8pr0, 1sqとする．ただし，r0, 1s上の測度としては Lebesgue測度を考える．

(1) 任意の f P X に対し，次で定まる関数 Tf : r0, 1s Ñ Rは連続であることを示せ：

pTfqpxq “

ż 1

0

fpyq

|x ´ y|1{2dy px P r0, 1sq

(2) 線型作用素 T : X Ñ X の作用素ノルム }T}を求めよ．
(3) f P X が等式 }Tf}8 “ }T}}f}8 を満たすならば，f は定数関数であることを示せ．

補題 1.4 (作用素ノルムの特徴付け). 次の 3つのノルムは等しい (任意の T P BpX,Yqについて同じ値を取る)．

(1) }T}1 “ sup
xPB

}Tx}．
(2) }T}2 “ sup

xPBB
}Tx}．

(3) }T}3 “ sup
x‰0

}Tx}

}x}
．
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［証明］. T P BpX,Yqを任意に取る．すると，x{}x}のノルムが 1であることに注意すると，}T}3 ď }T}2 ď }T}1 は明らか．ここ
で，}T}1 ď }T}3 でもある．これは，任意の x P Bについて，}Tx} ď }Tx}{}x}であるため． ■

［解答例］.

(1) 任意の x P r0, 1s に収束する任意の点列 txnu Ă r0, 1s について，Tfpxnq
nÑ8
ÝÝÝÏ Tfpxq を示せば良い．Hölder の不等式

より，
|Tfpxnq ´ Tfpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0
fpyq

´

|xn ´ y|´1{2 ´ |x ´ y|´1{2
¯

dy
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8

›

›

›
|xn ´ y|´1{2 ´ |x ´ y|´1{2

›

›

›

1

が成り立つから，
›

›

›
|xn ´ y|´1{2 ´ |x ´ y|´1{2

›

›

›

1

nÑ8
ÝÝÝÏ 0，すなわち，r0, 1s上の関数 fnpyq “ |xn´y|´1{2が fpyq “ |x´y|´1{2

に L1pΩq-収束することを示せば良い．これは，
(a) x の関数 x ÞÏ |x ´ y|´1{2 が r0, 1sztyu上連続であることより |xn ´ y|´1{2 nÑ8

ÝÝÝÏ |x ´ y| µ-a.e.y．
(b) tfnuは L3{2pr0, 1sq-有界であるから，一様可積分である．実際，

ż 1

0
|fnpyq|3{2dµpyq “

ż 1

0
|xn ´ y|´3{4

“

ż xn

0
pxn ´ yq´3{4dµpyq `

ż 1

xn
py ´ xnq´3{4dµpyq “ 4

´

x1{4
n ` p1 ´ xnq1{4

¯

ď 8.

より，Vitaliの収束定理から従う．
(2) 補題より，}T} “ sup

fPBB
}Tf}8 を求めれば良い．

(a) f “ 1のとき，}T} “ 2
?

2である．実際，

pTfqpxq “

ż 1

0
|x ´ y|´1{2dy “ 2p

?
x `

?
1 ´ xq

と計算出来るから，}Tf}8 “ 2
?

2．
(b) @gPBB }Tg}8 ď }Tf}8 である．実際，任意の g P BBについて，}g}8 “ ess.sup|g | “ 1より，g ď f a.e. これから，

pTgqpxq “

ż 1

0

gpyq

|x ´ y|1{2dµpyq ď

ż 1

0

fpyq

|x ´ y|1{2dµpyq “ pTfqpxq.

両辺の上限を取って，}Tf}8 ě }Tg}8．
(3) @fPBB }Tf}8 “ }T}}f}8p“ }T}q Ñ f “ 1 a.e. を示せば良い．ここから，任意の f P Xについて，}Tf}8 “ }f}8

›

›

›

›

T f
}f}8

›

›

›

›

“

}f}8}T}より
›

›

›

›

T f
}f}8

›

›

›

›

“ }T}が必要だから，f “ }f} a.e. が従う．
f “ 1 P BBのときに }Tf}8 “ }T}が成立することは (2)で見たから，あとは，@gPBB }Tg}8 “ }T} Ñ g “ f a.e. を示せ
ば良い．A :“ tx P r0, 1s | fpxq ‰ gpxquとおく．µpAq ‰ 0ならば，Aの上で @xPA |gpxq| ă ess.sup|g | “ fpxqが成り立
つ．特に，gpxq ă fpxq on A である．|x ´ y|´1{2 は µ-a.e.y で正だから，このとき，}Tf}8 ą }Tg}8 が従うので矛盾．
よって，µpAq “ 0である．

■

1.3 確率統計学
定理 1.5 (Rademacher-Men’shov). pX,B, µq を測度空間，tfnu Ă L2pX;Cq を L2-有界な直交系とする．このとき，
ÿ

nPN
|cn|2plognq2 ă 8を満たす任意の複素数列 tcnu Ă Cについて，

8
ÿ

n“1
cnfn は概収束する．特に，Kroneckerの定理より

@εą0
1

?
NplogNq3{2`ε

N
ÿ

n“1
fn

NÑ8
ÝÝÝÏ 0 a.e.
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B 第 16問（確率論）

tεjujPN` Ă LpΩqを独立で同分布 Np0, 1qを持つ確率変数列とする．確率変数 Xj pj P Nqを次のように定める：

X0 “ 0, Xj “ θpXj´1 ` εjq pj P N`, 0 ă θ ă 1q.

正の整数 n P N` に対して，t P p0,8qの関数 lnptqを

lnptq “ ´
1
2

n
ÿ

j“1

ˆ

pXj ´ tXj´1q2

t2 ` logpt2q

˙

で定義し，p0,8qにおいてこれを最大にする t を pθn とする．

(1) sup
jPN`

ErX2
j s ă 8を示せ．

(2) n Ñ 8のとき， 1
n

n
ÿ

j“1
Xj´1εj が 0へ確率収束することを示せ．

(3) pθn を X1, ¨ ¨ ¨ , Xn を用いて表せ．
(4) n Ñ 8のとき，pθn が θ へ確率収束することを示せ．

［解答例］.

(1) ErXjs “ ErθpXj´1 ` εjqs “ θErXj´1s “ θjErX0s “ 0に注意すると，
ErX2

j s “ Erθ2pX2
j´1 ` 2εXj´1 ` ε2qs “ θ2ErX2

j´1s ` θ2

より，
ErX2

j s ´
θ2

1 ´ θ2 “ θ2
ˆ

ErX2
j´1s ´

θ2

1 ´ θ2

˙

“ θ2j
ˆ

ErX2
0s ´

θ2

1 ´ θ2

˙

“ ´
θ2

1 ´ θ2 θ
2j .

したがって ErX2
j s “

θ2

1 ´ θ2 p1 ´ θ2jq “ VarrXjs．よって，sup
jPN`

ErX2
j s ď

θ2

1 ´ θ2 ă 8．

(2) 確率変数列 tXjεj`1ujPN は
(a) 直交系である．実際，ErXjXj´1εjεj`1s “ ErXjXj´1εjsErεj`1s “ 0．
(b) L2-有界である．実際，ErX2

j ε2
j`1s “ ErX2

j s ď
θ2

1 ´ θ2 ă 8．

よって，Rademacher-Men’shovの定理から，
ÿ

jPN`

Xj´1εj
j は概収束する．よって，Kronecherの補題から，1

n

n
ÿ

j“1
Xj´1εj

は 0に概収束するから，特に確率収束する．
(3)

■

B 第 17問（数理統計学）

ε1, ¨ ¨ ¨ , εn P LpΩqを独立同分布列とする．
Xi “ θ ` εi pθ P R, i P rnsq.

(1) ε1 „ Np1, 1qとする．このとき，X1, ¨ ¨ ¨ , Xn に基づく θ の最尤推定量 pθn を求めよ．さらに，pθn が θ の不偏推定量
であるかを判定せよ．

(2) ε1 の分布が，次の f : R Ñ R` を確率密度関数に持つとする：
fpxq “ expp´x ´ e´xq px P Rq.

このとき，X1, ¨ ¨ ¨ , Xn に基づく θ の最尤推定量 pθn を求め，期待値 Ere´pθn sを計算せよ．さらに，pθn が θ の不偏推
定量であるかを判定せよ．

(3) ε1 の分布が，次の f : R Ñ R` を確率密度関数に持つとする：
fpxq “ 1txě0ue´x .
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このとき，X1, ¨ ¨ ¨ , Xn に基づく θ の最尤推定量 pθn を求め，pθn の分布の確率密度関数を計算せよ．さらに，pθn が θ
の不偏推定量であるかを判定せよ．

［解答例］.

(1)

■

1.4 おまけ：A問題（必答）
A 第 1問（必答）

2 以上の整数 n ě 2 に対して，2n 次単位行列を I で表す．相異なる実数 x, y P R に対して，2n 次実正方行列
A “ paijqi,jPr2ns P M2npRqを次のように定める：

aij “

#

x pi ` j が偶数のとき q

y pi ` j が奇数のとき q

(1) 行列 Aの階数を求めよ．
(2) 行列 Aの固有値 0に属する固有空間の基底を一組求めよ．
(3) 行列 Aの特性多項式 ΦAptq “ detptI ´ Aqを求めよ．

［解答例］.

(1)

■

A 第 2問（必答）

(1) 0 ď y ď π{2に対して，cos y ě 1 ´ y2{2を示せ．
(2) R ą 0に対し，R2 の閉領域 DR を

DR “

!

pr cos θ, r sin θq P R2
ˇ

ˇ

ˇ
0 ď r ď R かつ 0 ď θ ď

π
R2

)

で定め，IR を次で定める：
IR “

ĳ

DR

x2 cos y
x2 ` y2 ` 1dxdy.

極限 lim
RÑ8

IR を求めよ．
(3) R ą 0に対し，JR を次で定める：

JR “

ż R

0

˜

ż x tan π
R2

0

x2 cos y
x2 ` y2 ` 1dy

¸

dx.

極限 lim
RÑ8

JR を求めよ．

［解答例］.

(1) 関数 gpyq :“ cos y ´ 1 ` y2{2が r0, π{2s上非負値であることを示せば良い．

g 1pyq “ ´ siny ` y, g2pyq “ ´ cos y ` 1.
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ここで g2pyq ě 0 on r0, π{2s より，g 1p0q “ 0 と併せて g 1pyq ě 0 on r0, π{2s を得る．同様に，gp0q “ 0 と併せると
gpyq ě 0 on r0, π{2sを得る．

(2) kpθq “ Opθnq pn P Zqを lim sup
θÑ0

kpθq

θn ă 8を意味することとする．すると，DR 上で 0 ď θ ď π{R2 が成り立つため，

IR “

ĳ

DR

r2 cos2 θ cospr sin θq

r2 ` 1 rdrdθ “

ĳ

DR

r3

r2 ` 1 cos2 θ cospr sin θqdrdθ

“

ĳ

DR

r3

r2 ` 1
`

1 ´Opθ2q
˘2 ´1 ´Opr2 sin2 θq

¯

drdθ “

ĳ

DR

r3

r2 ` 1

ˆ

1 ´O
ˆ

1
R4

˙˙2 ˆ

1 ´O
ˆ

1
R2

˙˙

drdθ

“

ĳ

DR

r3

r2 ` 1
`

1 ´OpR´2q
˘

drdθ “
π
R2

ż R

0

r3

r2 ` 1dr ´OpR´4q

ż R

0

r3

r2 ` 1dr

“
π
R2

1
2
“

r2 ´ logp1 ` r2q
‰R

0 ´OpR´2q
RÑ8
ÝÝÝÏ π

2 .

■

1.5 おまけ：A問題（解析）
A 第 4問

Rn の Euclidノルムを |¨|で表す．写像 f : Rn Ñ Rn が

@x,yPRn |x ´ y| “ |fpxq ´ fpyq|

を満たすとき，f を等長変換という．tfku Ă MappRn,Rnqを等長変換の族とし，@kPN` |fkp0q| ď 1が成り立つとする．

(1) x P Rn を任意に取る．このとき，Rn の点列 tfkpxquは収束部分列を持つことを示せ．
(2) tfkuの適当な部分列を取れば，Rn のある等長変換に広義一様収束することを示せ．

定理 1.6 (Ascoli-Arzelà). X を可分距離空間，Y を完備距離空間とする．F Ă CpX;Yqが各点全有界で同程度連続な関数族なら
ば，CpX;Yqのコンパクト開位相について相対点列コンパクトである．

［解答例］.

(1) 任意の x P Rn と k P Nについて，

|fkpxq| ď |fkpxq ´ fkp0q| ` |fkp0q| ď |x| ` 1.

よって，集合 tfkpxqukPN` は有界であるから，Bolzano-Weierstrassの定理より，収束する部分列を持つ．
(2) 族 tfkukPN` は，任意の x, y P Rnについて |x´y| ă εを満たすならば，任意の k P N`について |fkpxq´fkpyq| “ |x´y| ă ε
を満たすから，同程度連続である．よって (1) の結果から各点で有界であることと併せると，Ascoli-Arzelà の定理より，
tfkuは広義一様収束する部分列 tfkmumPN` を持つ．あとは，この広義一様収束極限が等長写像であることを示せば良いが，
@x,yPRn |fkmpxq ´ fkmpyq| “ |x ´ y|という関係は明らかにm Ñ 8の極限でも満たされる．

■

A 第 5問

R上の関数 ft pt ą 0qを次の条件で定義する．ft は周期 4t を持つ周期関数であり，

ftpxq “

#

1 x P r0, tq Y r3t, 4tq,
´1 x P rt, 3tq.

広義積分 Iptqを次で定義する：
Iptq “

ż 8

1

ftpxq

logp1 ` xq
dx.
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(1) R上の関数 gt を次で定義する：
gtpxq “

ż x

0
ftpyqdt px P Rq.

gt は周期 4t を持つ周期関数であることを示せ．
(2) 広義積分 Iptqは収束することを示せ．
(3) n P N` について，極限 lim

nÑ8
p4n ` 1qI

ˆ

1
4n ` 1

˙

を求めよ．

［解答例］.

(1)

■

2 2021年度 (令和 3年)実施
2.1 実解析

B 第 9問（実解析）

X を集合，f1, ¨ ¨ ¨ , fn pn P N`qを X 上の実数値関数の列とする．f1, ¨ ¨ ¨ , fn をすべて可測にするような X 上の σ -加法族の
うち最小のものをFn と表す．

(1) g : X Ñ RがF1-可測ならば，ある Borel可測関数 ϕ : R Ñ Rが存在して g “ ϕ ˝ f1 となることを示せ．
(2) h : X Ñ Rが Fn-可測ならば，ある Borel可測関数 ψ : Rn Ñ Rが存在して h “ ψ ˝ pf1, f2, ¨ ¨ ¨ , fnqとなることを
示せ．ただし，pf1, ¨ ¨ ¨ , fnq : X Ñ Rn は pf1, ¨ ¨ ¨ , fnqpxq :“ pf1pxq, ¨ ¨ ¨ , fnpxqqで定めた．

［解答例］.

(1)

■

2.2 関数解析
B 第 11問（関数解析）

tεnunPN` Ă R` を非負実数列とする．1 ď p ă 8に対して

S “
␣

x P lppN`q | @nPN` |xn| ď εn
(

と定める．Sが lp 内のコンパクト集合であるための，数列 tεnunPN` に対する必要十分条件を求めよ．

［解答例］.

(1)

■
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2.3 確率論
B 第 18問（確率論）

任意の確率変数 X,Y P LpΩqに対して，

ρpX,Yq “ sup
xPR

|PrX ď xs ´ PrY ď xs|

と定める．X1, X2, ¨ ¨ ¨ P LpΩ;R`qを正値確率変数列として，

Yn “
?
npXn ´ 1q, Tn “ 2npXn ´ logXn ´ 1q pn P N`q

とおく．ある確率変数 Z P LpΩq が存在して，ρpYn, Zq
nÑ8
ÝÝÝÏ 0 が成り立つと仮定する．また，関数 F : R Ñ r0, 1s を

Fpxq “ PrZ ď xs px P Rqで定める．

(1) 任意の確率変数 X,Y P LpΩqと実数 x P Rについて，次を示せ：

|PrX ă xs ´ PrY ă xs| ď ρpX,Yq.

(2) ρpY2
n, Z2q

nÑ8
ÝÝÝÏ 0を示せ．

(3) npXn ´ 1q3 は n Ñ 8の極限で 0に確率収束することを示せ．
(4) F が連続ならば，ρpTn, Z2q

nÑ8
ÝÝÝÏ 0が成り立つことを示せ．

(5) F が連続でないならば，(4)の収束が成り立つとは限らないことを示せ．

［解答例］.

(1)

■

3 2020年度 (令和 2年)実施
3.1 実解析

B 第 9問（実解析）

pΩ,F, µqを µpΩq “ 1を満たす測度空間とする．ある p ą 0に対して }f}p ă 8を満たす実数値可測関数 f について，次
に答えよ．

(1) ϕpqq “ }f}q p0 ă q ď pqは広義単調増加連続関数であることを示せ．
(2) f : Ω Ñ R` を正値可測関数とする．積分

ż

Ω
log fpxqdµpxqは確定し，

´8 ď

ż

Ω
log fpxqdµpxq ă 8

となることを示せ．さらに，任意の p ą 0に対して，}f}p ă 8だが，
ż

Ω
log fpxqdµpxq “ ´8となる pΩ,F, µq, f

の例をあげよ．
(3) f : Ω Ñ R` を正値可測関数，

ż

Ω
log fpxqdµpxqは有限とする．

lim
qÑ`0

1
q

ˆ
ż

Ω
pfpxqq ´ 1 ´ q log fpxqqdµpxq

˙

“ 0.

を示せ．
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(4) f : Ω Ñ R` を正値可測関数とする．

lim
qÑ`0

}f}q “ exp
ˆ
ż

Ω
log fpxqdµpxq

˙

を示せ．ただし，
ż

Ω
log fpxqdµpxq “ ´8のときは，右辺は 0とする．

［解答例］.

(1)

■

3.2 関数解析
B 第 10問（関数解析）

D “
␣

px, yq P R2 | x, y ě 0, x ` y ď 1
(

上の Lebesgue可積分関数のなす Banach空間 L1pDq上の線型作用素 T, S を次で定義する：

pTfqpx, yq “

ż 1´y

0
fpt, yqdt

pSfqpx, yq “

ż 1´x

0
fpX, sqds

(1) T は L1pDq上の有界線型作用素であることを示し，作用素ノルム }T}を求めよ．
(2) 線型作用素 ST の固有値で正のものを全て求めよ．

［解答例］.

(1)

■

3.3 確率論
B 第 18問（確率論）

tXnunPN` Ă LpΩqを独立な確率変数列で，
ErXns “ 0, ErX2

ns “ 1, ErX4
ns “ a ă 8 pa P R, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q

を満たすものとする．
γmphq “

1
n

n
ÿ

j“1
XjXj`h pn P N`, h P Nq

と定め，また，tmnunPN` Ă R` をmn{n nÑ8
ÝÝÝÏ 0を満たす正整数列とする．

(1) n P N`, h P Nに対して，Erγnphqs,Varrγnphqsを求めよ．
(2) Prγnp0q ď 1{2s

nÑ8
ÝÝÝÏ 0を示せ．

(3) max
hPrmns

γnphqが n Ñ 8のとき 0に確率収束することを示せ．

(4) phn を t0, 1, ¨ ¨ ¨ ,mnu-値確率変数で
γnpphnq “ max

hPmn`1
γnphq
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を満たすものとする．Prphn “ 0s
nÑ8
ÝÝÝÏ 1を示せ．

［解答例］.

(1)

■

4 2019年度 (令和元年)実施
4.1 実解析

B 第 9問（実解析）

Ω Ă Rを有界開集合，tfnu Ă L1pΩq, f P L1pΩqをいずれも Lebesgue可積分とする．Lebesgue可測集合 E に対して |E|
でその Lebesgue測度を表すこととする．

(1) 任意の正数 ε ą 0に対して，次の性質 (A)を満たす正数 δ ą 0が存在することを示せ．
(A) |E| ă δ を満たす Ω内の任意の Lebesgue可測集合 E に対して

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E
fpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε が成立する．

(2) lim
nÑ8

ż

Ω
|fnpxq ´ fpxq|dx “ 0が成立したとする．このとき，任意の正数 ε ą 0に対して，次の性質 (B)を満たす正

数 δ ą 0が存在することを示せ．
(B) |E| ă δ を満たす Ω内の任意の Lebesgue可測集合 E に対して @nPN`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E
fnpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε が成り立つ．
(3) @xPΩ lim

nÑ8
fnpxq “ fpxqを仮定する．さらに，任意の ε ą 0に対して，上記の性質 (B)を満たす正数 δ ą 0が存在

したとする．このとき，次を示せ：
lim
nÑ8

ż

Ω
|fnpxq ´ fpxq|dx “ 0.

［解答例］.

(1)

■

4.2 関数解析
B 第 12問（関数解析）

正規直交基底 tenunPN を持つ C上の Hilbert空間 H を考える．tθnunPN Ă r0, π{2sを数列とし，H 内の単位ベクトルの列
txnunPN, tynunPN を

#

xn “ e2n,
yn “ pcos θnqe2n ` psin θnqe2n`1

で定める．X を tenunPN の張る閉部分空間，Y を tynunPN の張る閉部分空間とする．次の問に答えよ．

(1) 次の不等式を示せ．

?
2
ˆ

1 ´ sup
nPN

cos θn
˙1{2

ď inf t}x ´ y} P R` | x P X, y P Y, }x} “ }y} “ 1u .

(2) sup
nPN

cos θn ă 1のとき，X ` Y は閉であることを示せ．

［解答例］. ■



5 2018年度 (平成 30年)実施 12

4.3 確率論
B 第 18問（確率論）

tZnunPNą0 Ă LpΩqは独立確率変数列で

ErZns “ 1, ErZ2
ns “ v pn P Ną0, v P R`q

を満たすとする．確率変数列 tXnunPN Ă LpΩqを次のように定める．

X0 “ 0, Xn “ pθXn´1 ` 1qZn pn P Ną0, θ P Rq.

ただし，0 ă |θ| ă v´1{2 を満たすとする．このとき，以下の問に答えよ．

(1) v ě 1を示せ．
(2) n P Ną0 に対して，Xn の期待値 ErXnsを求めよ．
(3) m,n P Ną0 に対して，v, θ に依存する定数 C が存在して，@m,nPNą0 |CovrXm, Xns| ď C|θ||n´m| が成り立つことを
示せ．

(4) Mn を
Mn “

1
n

n
ÿ

j“1
Xj

とし，Tn を

Tn “

$

&

%

1 ´
1
Mn

pMn ‰ 0のとき q

0 pMn “ 0のとき q

とする．このとき，Tn が確率収束することを示せ．

［解答例］. ■

5 2018年度 (平成 30年)実施
5.1 実解析

B 第 12問（実解析）

I “ r0, 1sとし，I 上の Lebesgue可測集合の全体をM，Lebesgue測度を µで表す．

(1) µpAq ą 0を満たす A P M について，µpAX r0, tsq “
1
2µpAqを満たす t P I が存在することを示せ．

(2) µpAq ą 0を満たす A P M について，次の全てを満たす列 tBnunPN` Ă M が存在することを示せ：

@nPN` µpBnq ą 0, @n‰mPN` Bn X Bm “ H, A “
ď

nPN`

Bn.

(3) f P LpI ;R`qについて，次の 2条件は同値であることを示せ：
(a) fpxq “ 8 a.e.
(b) 任意の µpAq ą 0を満たす A P M について，

ż

A
fpxqµpdxq ě 1．

(4) 任意の A P M と f P L2pI ;Rqについて，次の不等式が成り立つことを示せ：
ˆ
ż

A
fpxqµpdxq

˙2
ď µpAq

ż

A
fpxq2µpdxq.

［解答例］.
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(1) 関数 f : I Ñ I を fptq :“ µpAX r0, tsqと定めると，fp0q “ 0, fp1q “ µpAq ą 0を満たす連続関数である．実際，t P I に収束
する I の列 ptnqに対して，集合列 pAX r0, tsqも収束するから，有界測度の連続性より， lim

nÑ8
fptnq “ lim

nÑ8
µpAX r0, tnsq “

µpAX r0, tsq “ fptq．よって結論は，中間値の定理から従う．
(2) (1)より，任意の n P N` に対して，fptq “

ˆ

1
2 `

1
4 ` ¨ ¨ ¨

1
2n

˙

µpAqを満たす t P I が存在する．これを tn と定める．t0 “ 0

とすると，ptnqnPN は単調増加列である．これを用いて，Bn :“ AX ptn´1, tnsと定めると，これは条件を満たす．互いに素で
あることは明らか．測度が正であることは，µpBnq “ µpAX r0, tnszAX r0, tn´1sq “ 1{2n ą 0より．集合列 pptn´1, tnsqnPN

は I を被覆するから，3つ目の条件も従う．
(3) fpEq “ t8u, µpEq “ 1を満たす集合 E P M を 1つ取る．

(a)Ñ(b) 任意の µpAq ą 0を満たす A P M について，µpAX Eq “ µpAX Eq ` µpAX EAq “ µpAq ą 0であるから，
ż

A
fpxqµpdxq ě

ż

AXE
fpxqµpdxq “ 8.

(b)Ñ(a) ある µpAq ą 0を満たす A P M 上で @xPA fpxq ă 8が成り立つと仮定して矛盾を導く．任意にとった t ą 0に
ついて，B :“ f´1pr0, tsq P M より，

ż

A
fpxqµpdxq ď

ż

AXB
fpxqµpdxq ď tµpAX Bq.

µpA X Bq “ 0のときは (b)に矛盾．µpA X Bq ą 0のときも，t ą 0にあわせて 0 ă µpA X B X r0, ssq ă 1{t を満たす
s P R` が選べるから，やはり仮定 (b)に矛盾．

(4) Cauchy-Schwartzの不等式より，
ˆ
ż

I
1Afdµ

˙2
ď

ż

I
12
Adµ

ż

I
1Af2dµ.

これは整理すれば所与の不等式に等しい．
(5) (3)より，任意の A P M について，µpAq ą 0 Ñ

ż

A

8
ÿ

n“1
enpxq2µpdxq ě 1を示せば良い．任意の N P N` について，

ż

A

N
ÿ

n“1
enpxq2dµpxq “

N
ÿ

n“1

ż

A
enpxq2dµpxq

“

N
ÿ

n“1
µpAq “ µpAqN.

よって，単調収束定理より，
ż

A

8
ÿ

n“1
enpxq2dµpxq “ 8．

■

5.2 関数解析
B 第 9問（関数解析）

ϕ P C1pR`;R`q は inf
xPR`

ϕ1pxq ą 0 を満たすとする．これに対して，作用素 T : MappR`;Rq Ñ MappR`;Rq を
Tpfq :“ f ˝ ϕで定める．

(1) T は L2pR`q上に有界線型作用素を定めることを示せ．
(2)

［解答例］.

(1) TpL2pR`qq Ă L2pR`qである u “ ϕpxqと変数変換することより，
ż

R`

fpϕpxqq2dx “

ż

R`

fpxq

ϕ1pxq
dx ď

1
infxPR` ϕ1pxq

ż

R`

fpxq2dx ă 8.
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有界性 線型性は明らかだから，有界性を示す．上の計算を見ると，c :“ 1
infxPR` ϕ1pxq

とおけば，}Tf}2 ď c}f}2 を満た
すことがわかる．

(2)

■

5.3 確率論
B 第 13問（確率論）

tXnunPNą0 Ă LpΩqを，Np0, 1qに従う独立同分布列とする．tanunPNą0 Ă l2pN;Rą0qを正数列とし，Sn :“
n
ÿ

i“1
aipX2

i ´ 1q

とする．

(1) 確率変数 X2
1 ´ 1の平均と分散と，分布の確率密度関数を求めよ．

(2) 実数値確率変数 X P LpΩqの分布の台を

supp pXq “ ta P R | @εą0 Pr|X ´ a| ă εs ą 0u

と定める．確率変数 S2 の分布の台を求めよ．
(3) 確率変数 S が存在して，pSnqはこれに L2-収束することを示せ．
(4) supp pSq “ Rとなるための必要十分条件を求めよ．

［解答例］.

(1) 平均 ErX2
1 ´ 1s “ ErX2

1s ´ 1 “ 0．
分散 VarrX2

1 ´ 1s “ VarrX2
1s “ ErX4

1s ´ 1 “ 3 ´ 1 “ 2．
確率密度関数 まず，X2

1 の確率分布関数は，x ď 0と x ď 0の場合に分けて y “ x2 と変数変換することで，

ErX2
1s “

1
?

2π

ż 8

´8

x2e´ x2
2

“
1

?
2π

2
ż 8

0
ye´ y

2
dy

2?y

と表せるから，X2
1 の確率密度関数は gpyq “

1
2π y

´ 1
2 e´ y

2 1tyą0u．X2
1 ´ 1の確率密度関数は，y ÞÏ gpy ` 1q．

(2) (a) まず X2
1 の分布の台が supp pX2

1q “ r´1,8qであることを示す．任意の a ě ´1と ε ą 0に対して，X2
1 の確率密度関

数 g は p´1q _ pa ´ εq ă y ď a ` ε 上で正であるから，

Pr|X2
1 ´ a| ă εs “

ż a`ε

p´1q_pa´εq

gpyqdy ą 0.

同様にして，supp pX2
2q “ r´1,8q．

(b) supp pa1X2
1 ` a2X2

2q “ r´a1 ´ a2,8qを示す．任意の b ě ´a1 ´ a2 について，b “ b1 ` b2 pb1 ě ´a1, b2 ě ´a2q

を満たす分解を 1つ取る．するとこのとき，任意の ε ą 0に対して，

Pr|a1X2
1`a2X2

2´b| ă εs ě Pr|a1X2
1´b1| ă ε{2, |a2X2

2´b2| ă ε{2s “ Pr|a1X2
1´b1| ă ε{2sPr|a2X2

2´b2| ă ε{2s ą 0.

(c) supp pS2q “ r´2a1 ´ 2a2,8qである．実際，任意の b ě ´2a1 ´ 2a2 に対して，|S2 ´b| ă ε と |a1X2
1 `a2X2

2 ´ pb´

a1 ´ a2q ă ε|は同値で，b ´ a1 ´ a2 ě ´a1 ´ a2 を満たす．
(3) pSnqが L2-Cauchy列であることを示せば良い．任意のm ě nについて，次の評価が成り立つ：

}Sn ´ Sm}2 “ E

»

–

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i“n
aipX2

i ´ 1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
fi

fl “ E

»

–

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i“n
aiX2

i ´

m
ÿ

i“n
ai

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
fi

fl
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“ E

»

–

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

m
ÿ

i“n
aiX2

i

¸2

´ 2
˜

m
ÿ

i“n
ai

¸˜

m
ÿ

i“n
aiX2

i

¸

`

˜

m
ÿ

i“n
ai

¸2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fi

fl

ď E

»

–

˜

m
ÿ

i“n
aiX2

i

¸2
fi

fl ´ 2
˜

m
ÿ

i“n
ai

¸

m
ÿ

i“n
aiErX2

i s `

˜

m
ÿ

i“n
ai

¸2

“

m
ÿ

i“n
a2
i ErX4

i s `
ÿ

nďijďm,i‰j
aiajErX2

iX2
j s ´ 2

˜

m
ÿ

i“n
ai

¸2

“ 2
m
ÿ

i“n
a2
i

いま，級数
n
ÿ

i“0
ai は収束するから，特に Cauchy列を定めるから，右辺は nÑ8

ÝÝÝÏ 0．

(4) 必要十分条件は
ÿ

iPN
ai が発散することであることを示す．

ÿ

iPN
ai “ 8 Ñ supp pSq “ R (2) の論法を帰納的に繰り返すことで，supp pSnq “

«

´

n
ÿ

i“1
ai,8

¸

を得る．このとき，

supp pSq “ Rである．実際，任意の a P Rを取ると，仮定から DNPN @něN a P supp pSnqすなわち @εą0 Pr|Sn ´a| ă

ε{2s ą 0が成り立つ．このとき，さらに @něN }S ´ Sn}1 ď }S ´ Sn}2 ă ε{2も満たすように N P Nを十分大きく取
ると，

ε{2 ą Er|S ´ Sn|s ą Er|S ´ Sn|1t|S´Sn |ěε{2us ě ε{2Pr|S ´ Sn| ě ε{2s

より Pr|S ´ Sn| ă ε{2s ą 0でもあるから，この N P Nに関して n ě N を満たす n P Nについて

0 ă Pr|Sn ´ S| ă ε{2, |Sn ´ a| ă ε{2s ď Pr|S ´ a| ă εs.

よって，a P supp pSq．
supp pSq “ R Ñ

ÿ

iPN
ai “ 8 仮に

ÿ

iPN
ai “ M ă 8とすると，Im pSnq ě inf

ωPΩ

n
ÿ

i“1
aiX2

i ´M ě ´M より，Im pSq ě ´M

が従う．これは矛盾．

■

6 2017年度 (平成 29年)実施
6.1 実解析

B 第 9問（関数解析）

pX,F, µqを測度空間，1 ă p ă 8, q :“ p{pp ´ 1qとして，この上の p, q-乗可積分な実関数の空間 LppXq, LqpXqを考え
る．tfnu Ă LppXqは f P LppXqに弱収束するとする．また，集合 V Ă LppXqを次のように定める：

V :“
#

N
ÿ

n“1
anfn P LppXq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N P N, a1, ¨ ¨ ¨ , aN P R

+

.

標準的なペアリングを p´|´q : LppXq ˆ LqpXq Ñ Rで表す：

pf |gq “

ż

X
fgdµ.

(1) }f}p “ sup
gPBBĂLqpXq

pf |gqを示せ．

(2) lim inf
nÑ8

}fn}p ě }f}p を示せ．
(3) p “ 2とする． lim

nÑ8
}fn}2 “ }f}2 ならば，pfnqは f に L2-収束することを示せ．

(4) p “ 2とする．f P V を示せ．ただし，V は V の L2pXqにおける閉包とする．
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［解答例］.

(1) Hölderの不等式より @gPBB pf |gq ď }f}p．あとは，この等号が達成されることを示せば良い．g :“
ˆ

|f |
}f}

˙p´2 f
}f} とする

と，明らかに g P BBで，
˜

f
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

|f |
}f}

˙p´2 f
}f}

¸

“
1

}f}p´1

ż

X
|f |pdµ “ }f}p.

(2) @gPLqpXq pfn|gq Ñ pf |gq であるから，Hölder の不等式 pfn|gq ď }fn}}g} の両辺の lim inf
nÑ8

を取ると，pf |gq ď

}g} lim inf
nÑ8

}fn}．さらに，g P BBの範囲で両辺の上限を取れば，}f}p ď lim inf
nÑ8

}fn}．
(3) 仮定より，

}fn ´ f}2
2 “ pfn ´ f |fn ´ fq “ }fn}2 ` }f}2 ´ 2pf |fnq

nÑ8
ÝÝÝÏ 0.

(4) V の点列で f に弱収束するものが存在するから，f は V の弱閉包の元である．V は凸集合であるため，弱閉包とノルム閉包
とは一致する．

■

所感. (1)はどうしても Banach空間の同型 LppXq » pLqpXqq˚ を用いて作用素ノルムから攻めたくなってしまったが，BBは弱コ
ンパクトとは限らず，|pf |gq|と絶対値がついているわけでもないので，どうやら筋が悪い．というかそもそも X は局所コンパクト
ハウスドルフとは限らない．

6.2 関数解析
B 第 11問（関数解析）

Hilbert 空間 H 内の 0 でない部分 Hilbert 空間 H1, H2 に対して，H1, H2 への直交射影作用素をそれぞれ P1, P2 とする．
これに対して H1 と H2 とのなす角 θ P r0, π{2sを

cos θ :“ sup
ξ1PH1XBB,ξ2PH2XBB

|pξ1|ξ2q|

と定める．A :“ P1 ` P2 として，この二乗根作用素 B ě 0を B2 “ Aを満たすものとする．

(1) 次の 2条件は同値であることを示せ：
(a) Aは直交射影作用素である．
(b) θ “ π{2である．

(2) Lを H1, H2 により張られる Hilbert空間とする．Im Bは Lの中で稠密であることを示せ．
(3) 次の不等式を示せ：A ď 1 ` cos θ．

［解答例］.

(1) (a)Ñ(b) Aが直交射影作用素，すなわち自己共役な冪等作用素であるとき，乗法の劣乗法性より }A} “ }A2} ě }A}2 から，
}A} ď 1を得る．よって任意の x P H1 について，

}x}2 ě }pP1 ` P2qx}2 “ }x ` P2x}2 “ }x}2 ` 3px|P2xq.

射影作用素は正作用素で，px|P2xq ě 0 に注意すると，px|P2xq “ 0 すなわち x P Ker P2 “ HK
2 を得る．以上より

H1 Ă HK
2 だから，cos θ “ 0．

(b)Ñ(a) Aの自己共役性は，˚-作用素の共役線型性から明らか．よって冪等性を示せば良い．いま，仮定より H1 K H2 に
注意すれば，@x,yPH pP1P2x|yq “ pP2x|P1yq “ 0．よって，P1P2 “ 0．同様にして P2P1 “ 0も得る．よって，

A2 “ pP1 ` P2q2 “ P2
1 ` P1P2 ` P2P1 ` P2

2 “ P1 ` P2 “ A.

(2) ApHq “ B2pHq “ BpIm Bqより，Im A Ă Im B．よって，L “ Im A Ă Im B．
(3)

■
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6.3 確率論
B 第 14問（確率論）

tXnunPNą0 , tSkukPNą0 Ă LpΩqを確率変数とし，Sk の分布は確率密度関数

gkpxq “
1

pk ´ 1q!k
kxk´1e´kx1txą0u

を持つとする．また，次を仮定する：

@εą0 @kPN DNPN @m,něN sup
xPR

|PrXnSk ą xs ´ PrXmSk ą xs| ă ε.

(1) Sk の期待値と分散を求めよ．
(2) Sk が確率収束することを示せ．
(3) XnSk が任意の k P Nに対して n Ñ 8のとき法則収束することを示せ．
(4) Xn が法則収束することを示せ．

［解答例］.

(1)

ErSks “

ż 8

0
xgkpxqdx “

kk
pk ´ 1q!

ż 8

0
xke´kxdx “ 1.

ErS2
ks “

ż 8

0
x2gkpxqdx “

kk
pk ´ 1q!

ż 8

0
xk`1e´kxdx “

kk
pk ´ 1q!

pk ` 1q!
kk`1

1
k “ 1 `

1
k .

よって，分散は VarrSks “ ErS2
ks ´ pErSksq2 “ 1{k．

(2) Markovの不等式より，
@εą0 Pr|Sk ´ 1| ě εs ď

Er|Sk ´ 1|s
ε ď

1
kε

kÑ8
ÝÝÝÏ 0.

(3) 確率変数 XnSk の累積分布関数を Fkn と表すと，問題の仮定は，分布関数の列 tFknunPNą0 が k P Ną0 に依らず一様ノルムに
関する Cauchy列をなすことを含意する．これより，極限 Fk は分布関数となり，これに tFknuが一様収束することが従う．
実際，Fk は単調増加で，分布関数の一様収束極限であることから右連続性が保たれ，x Ñ ˘8に関する極限も

lim
xÑ´8

lim
nÑ8

Fknpxq “ lim
nÑ8

lim
xÑ´8

Fknpxq “ 0,

lim
xÑ`8

lim
nÑ8

Fknpxq “ lim
nÑ8

lim
xÑ`8

Fknpxq “ 1,

というように保たれる．よって Portmanteau定理より，XnSk は法則収束する．
(4) (1)での計算結果より，tSku Ă L2pΩqは L2-ノルムについて有界であるから，特に一様可積分である．

■

7 2016年度 (平成 28年)実施
7.1 実解析

B 第 9問（実解析）

pX,B, µqを測度空間，1 ă p ă 8とする．可測関数の列 tfnunPN` Ă LpXqは次を満たすとする．

(i) @xPX lim
nÑ8

fnpxq “ 0．

(ii) sup
nPN`

ż

X
|fnpxq|pdµpxq ă 8．
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g P LpXqは }g} p
p´1

ă 8を満たすとする．

(1) M ą 0, n P N` に対して，可測集合 AM,n P B を

AM,n “
␣

x P X | |fnpxq|p´1 ď M|gpxq|
(

と定める．このとき，次の成立を証明せよ：

lim
nÑ8

ż

AM,n

|fnpxqgpxq|dµpxq “ 0.

(2) 次の成立を証明せよ：
lim
nÑ8

ż

X
|fnpxqgpxq|dµpxq “ 0.

［解答例］.

(1)

■

7.2 関数解析
B 第 11問（関数解析）

以下で考える Banach空間は実数体上で定義されるものとする．Rの開区間からなる集合 tpa, a` 1q Ă R | a P Quの全て
の元に番号をつけ，それらを I1, I2, I3, ¨ ¨ ¨ と表す．各 n P Nに対して χn : R Ñ t0, 1uで In の定義関数を表す．有界線型作
用素 T : l1pNq Ñ L1pRqを次で定義する：

Tξ “

8
ÿ

n“1
ξnχn, ξ “ pξnq8

n“1 P l1pNq.

(1) T の共役作用素 T˚ : L1pRq˚ Ñ l1pNq˚ は全射でないことを示せ．
(2) 線型作用素 σ : L1pRq Ñ L1pRqを pσfqpxq “ fpx ´ 1q pf P L1pRq, x P Rqで定める．任意の ϕ P Ker T˚, f P L1pRq

に対して ϕpσfq “ ϕpfqを示せ．

［解答例］.

(1)

■

7.3 確率論
B 第 13問（確率論）

θ ą 0, p ě 1とする．X1, X2, ¨ ¨ ¨ , N1, N2, ¨ ¨ ¨ P LpΩqは独立で，X1, X2, ¨ ¨ ¨ の分布は

1
θ exp

´

´
x
θ

¯

1txą0u

を確率密度関数にもち，Nk は
PrNk “ ys “ 2´y pk, y P Ną0q

を満たすとする．Mn :“ max
1ďkďn

Nk, Sn “

řMn
j“1 Xj
Mn

とする．
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(1) Pr lim
nÑ8

Mn “ 8s “ 1を示せ．
(2) Sn は概収束かつ Lp-収束することを示せ．また，概収束極限を S8 としたときの

a

MnpSn ´ S8q の極限分布を求
めよ．

(3) 関数 Fn : Rą0 Ñ Rを

Fnptq “

n
ź

k“1

˜

Nk
ź

j“1

1
t exp

ˆ

´
Xj
t

˙

¸

pn P Ną0q

で定め，これを最大化する t ą 0の値を Tn ą 0で表す．Tn は概収束かつ Lp-収束することを示せ．

8 2015年度 (平成 27年)実施
8.1 実解析

B 第 11問（実解析）

pX,B, µqを測度空間，f, fn P L1pX;R`qを可積分非負値可測関数とする．

(1) 次を示せ：
lim
KÑ8

ż

txPX|fpxqěKu

fpxqdµpxq “ 0.

(2) µpXq ă 8であり， lim
nÑ8

fnpxq “ fpxq µ-a.e.x かつ

lim
nÑ8

ż

X
fnpxqdµpxq “

ż

X
fpxqdµpxq

を満たすとする．このとき，次を示せ：

lim
KÑ8

sup
ně1

ż

txPX|fnpxqěKu

fnpxqdµpxq “ 0.

［解答例］.

(1)

■

8.2 関数解析
B 第 12問（関数解析）

L8pRqで R上の Lebesgue測度 µに関して本質的有界かつ Lebesgue可測な複素数値関数の空間，CbpRqで R上の複素
数値有界連続関数のなす空間とする．

(1) 有界線型汎関数 f : L8pRq Ñ Cであって，@ϕCbpRq fpϕq “ ϕp0qを満たすものの存在を証明せよ．ただし，ϕ P CbpRq

は自然な仕方で L8pRqの要素とみなしている．
(2) f を (1)で得られた有界線型汎関数とする．このとき，R上の複素数値 Lebesgue可積分関数 v P L1pRqであって，
次の条件を満たすものは存在しないことを示せ．

@uPL8pRq fpuq “

ż

R
upxqvpxqdµpxq.

［解答例］.

(1)
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■

8.3 確率論
B 第 14問（確率論）

tXj , YjujPN は独立に Poispλq pλ ą 0qに従うとする：

PrXj “ ks “ PrYj “ ks “
λk
k! e

´λ pk P Nq.

確率変数を
Sn “

1
n

n´1
ÿ

j“0
Uj , Ujpωq “ YXjpωqpωq

で定める．

(1) @pPN` ErYpj s ă 8を示せ．
(2) @pPN` ErUp

j s ă 8を示せ．
(3) ErUjsを求めよ．
(4) pSnqは L2-収束することを示せ．
(5) 極限 lim

nÑ8
ErS4

nsは存在するか？

［解答例］.

(1) ErYpj s “

8
ÿ

k“0

λk
k! e

´λ であるが，二項間の比が

λk`1

pk`1q!e
´λ

λk
k! e´λ

“

ˆ

1 `
1
k

˙p λ
k ` 1

kÑ8
ÝÝÝÏ 0

と収束するから，この級数も収束する．
(2) 確率変数 Uj の p乗は

Up
j “

8
ÿ

k“0
Ypk 1tXj“ku

とも表せ，この右辺は各 ω P Ωについて有限和 (1つの項しか零でない値を持たない)であることに注意すれば，Xk, Yk の独
立性より，

ErUp
j s “

8
ÿ

k“0
ErYpk sEr1tXj“kus “

8
ÿ

k“0
ErYp1 sPrXj “ ks “ ErYp1 s

よって結論が (1)から従う．
(3) (2)の議論を踏まえて，

ErUjs “ ErY1s “
ÿ

kPN
kλ

k

k! e
´λ “ λe´λ

ÿ

nPN

λk
k! “ λe´λeλ “ λ.

(4)

■
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