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記法についての注意

次の記法は以後断りなく用いる．

(1) n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ について，

n :“ t0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1u，rns :“ t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nu．N “ t0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ u，N` :“ Ną0 “ t1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ u.

(2) 同様にして，R` :“ tx P R | x ě 0u，R` :“ tx P R | x ą 0u，R` :“ r0,8s．
(3) MmnpRqで pm,nq-実正方行列の全体，GLnpRq Ă MnpRq :“ MnnpRqで可逆な n次正方行列の全体を表す．
(4) Id P MdpRqを d次元単位行列，Od P MdpRqを d次元零行列とする．
(5) 1d P Rd を成分が全て 1の d次元ベクトル，0d P Rd を d次元の零ベクトルとする．
(6) SppAq Ă Cで，行列 A P MnpRqの固有値全体の集合を表す．
(7) fpxq “ Opxnq px Ñ 0qで lim sup

xÑ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq

xn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 8を表す．
(8) R上の Lebesgue測度を l，距離空間 S 上の Borel σ -代数をBpSqで表す．

(9) 1A で集合 Aの定義関数 1Apxq “

$

&

%

1 x P A,

0 x R A.
を表す．

(10) 確率変数 X,Y に対して，期待値を ErXs，分散を VarrXs，共分散を CovrX,Y sで表す．
(11) UpSqで集合 S 上の一様分布，Npµ, σ2qで平均 µ分散 σ2 の正規分布を表す．
(12) Exp pγq pγ ą 0qで指数 γ の指数分布を表す 15.49．確率密度関数は fpxq “ γe´γx1txą0u である．
(13) Gammapα, νqで密度関数

gpx;α, νq “
1

Γpνq
ανxν´1e´αx1txą0u

で与えられる Gamma分布 15.48を表す．
(14) Betapα, βqで密度関数

fpx;α, βq :“ 1
Bpα, βq

xα´1p1 ´ xqβ´11p0,1qpxq, Bpα, βq “

ż 1

0
xα´1p1 ´ xqβ´1dx

で与えられる Beta分布を表す．

問題文の表現は筆者の都合で一部変えています．過去に実施された入学試験問題は統計数理研究所 HPから見れます．
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1 解題
試験概要

学生募集要項によれば，出題範囲は「線型代数，解析（微積分，確率など）」からなる，全４問構成，制限時間２時間の試験
である．なお，今後 (2024年度実施・2025年度入学以降)は出題範囲が「線形代数，解析（微積分など），確率・統計」に変
更される見通しである (参照)．

特徴
難易度の幅が広く，「簡単な問題」あるいは「誘導付きの問題」は確実に点数に変えられることが合格の決め手になるだろう．

注意
2015年度実施の 2回，また 2014年度以前実施分については，まったく出題者が違うと考えられ，問題傾向が大きく違う．
そこで，以下の大問別出題傾向は主に 2016年度から 2013年度実施分について述べることとする．

大問別の典型的な構成
必ず４つの大問からなり，後ろの方が難易度があがる．それぞれは大まかに次のような出題傾向がある．
第 1問 行列計算と微分．積分・極限の小問集合．特筆すべき頻出主題にはMaclaurin展開がある．
第 2問 2,3の小問からなる積分論の問題：１つのトピックが通底しており，小問は互いに関連する．特に，前半の小問が解

けなくても，後半もその内容を踏まえて解き得る問題が多い．
第 3問 2,3の小問からなる行列論の問題：多変量正規分布，Makov連鎖，ブロック行列に関連する問題が出題されたこと
がある．

第 4問 2,3の小問からなる確率統計学の問題：直近では特定の分布を題材にして，密度を計算させる問題が頻出である (20
年，19年は全て)．

特に第４問において，順序統計量の分布，maxによって構成される確率変数の分布に関する問題が，最高難易度の問題とし
て出題されやすい．

主題別出題履歴
指数分布

• 23年 1月・第４問 2.4は指数分布と正規分布の特性関数にまつわる問題．
• 21年 1月・第４問 4.4は生存関数と順序統計量の分布の問題．
• 20年 1月・第４問 5.4は指数分布の順序統計量の密度の問題．
• 19年 8月・第４問 6.4は指数分布の商確率変数の密度計算問題．
• 17年 8月・第４問 10.4は指数分布の独立和の累積分布関数の問題．

正規分布
• 23年 1月・第４問 2.4は指数分布と正規分布の特性関数にまつわる問題．
• 21年 8月・第３問 3.3は正規標本の標本平均と不偏分散との独立性を誘導付きで証明する問題．
• 19年 1月・第４問 7.4は 2次元正規分布の線型変換と商の密度を導出させる問題．
• 15年 1月・第４問 13.4は正規分布確率変数の独立和に関する問題．

正規分布の派生分布
18年８月・第３問 8.3は χ2-分布とその商確率変数が Beta分布に従うことを密度を用いて議論させる問題．

確率密度の変換
• 20年 1月・第４問 5.4は指数関数の順序統計量の密度．
• 2019年 8月・第４問 6.4は指数分布の商確率変数の密度．
• 19年 1月・第４問 7.4は正規分布を題材に，その線型変換と商の密度を導出させる問題．
• 18年 8月・第３問 8.3は χ2-分布の商確率変数が Beta分布に従うことを密度を用いて計算させる．

行列の対角化
21年 8月・第３問 3.3．

射影行列
19年 8月・第２問 6.2は射影行列の特徴付け 15.17についての問題．

Toeplitz行列
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• 19年 1月・第２問 7.2は中心化行列を題材とした固有値問題．
• 17年 8月・第２問 10.2は Toeplitz行列を題材にした行列計算問題．

常微分方程式
• 21年 1月・第４問 4.4は指数分布の生存関数が満たす 1階線型微分方程式が小問で出題．
• 19年 8月・第３問 6.3は 1階線型非斉次方程式の解法と数値近似．
• 17年 8月・第３問 10.3は定数係数 2元連立線型 1階系 ODEの標準的な問題．

確率行列の極限・Markov連鎖
• 21年 8月・第４問 3.4．
• 21年 1月・第３問 4.3：Markov連鎖の収束．
• 2018年 1月・第４問 9.4：酔歩の解析．

Block行列
• 23年 1月・第３問 2.3．
• 21年 8月・第４問 (1)3.4．
• 20年 1月・第３問 5.3．

一般化逆行列
21年 1月・第１問 (3)4.1．

関数の最適化
• 18年 8月・第４問 8.4．
• 18年 1月・第３問 9.3．
特別な対策は必要なく，とにかく問題文の言う通りの計算結果を出すことに集中するのが良いと思われる．

最小二乗法：a ´ bJx という形の関数の評価
• 21年 1月・第１問 4.1．
• 18年 8月・第４問 8.4．
• 15年 8月・第３問 12.3．
• 15年 1月・第３問 13.3は線型回帰模型の問題．

2 2023年 1月実施
概観

筆者が受験した年度の問題である．出題傾向は変わり，第１問は小問集合ではなく，他の大問と同様に１つの主題をいくつ
かの誘導をつけて扱う問題となった．４つの問題いずれも前半の小問の誘導としての意味が強くなり，うまく前半の問題で
示した結果を使うことが極めて肝要になる．

第 1問 一般の行列のその転置との性質に関する証明問題．
第 2問 定積分に関する問題が続く．最後の問題が難関．
第 3問 ブロック行列の対角化と可換性にまつわる問題．
第 4問 指数分布と正規分布の特性関数にまつわる問題．

2.1 第一問
第１問

問題 2.1 . A,B P MnpRqとする．trpABq “ trpBAq, pABqJ “ BJAJ は所与とする．

問 1 trpAAJq “ 0ならば A “ O であることを示せ．
問 2 AAJ “ A2 ならば AAJ “ pAJq2 であることを示せ．
問 3 AAJ ´ A2 “ O と AJ “ Aとは同値であることを示せ．
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［解答例］.

(1) Step1 AAJ の固有値がすべて零であることを示せばよい．すると AAJ “ O がわかるが，このとき A “ O が必要である．
実際，Aのある成分が零でないとする．これを含む行を第 i行とし，第 i行を ai P Rn とベクトルで表すと，AJAの
第 pi, iq-成分は ai ¨ ai ‰ 0によって得られるから，AJA “ O に矛盾する．

Step2 まず，pAAJqJ “ AAJ より対称行列であるから，ある直交行列 U P OnpRqが存在して，D :“ UJAAJU は対角行
列となる．するとこのとき，TrpDq “ TrpUJAAJUq “ TrppAAJUqUJq “ TrpAAJq “ 0 であるから，AAJ の固
有値の総和は零である．

Step3 さらに，任意の x P Rn について pAAJx|xq “ pAJx|AJxq “ }AJx}2 ě 0であるから，特に任意の固有値は非負で
ある．

以上の２点から，AAJ の固有値はすべて零である．
(2) AAJ “ AAの両辺の転置をとると，AAJ “ AJAJ “ pAJq2．
(3) 問 2の逆方向の議論もまったく同様に成り立つから，結局 AAJ ´ A2 “ O と AAJ ´ pAJq2 “ O とは同値．このとき，

pA´ AJqpA´ AJqJ “ pAAJ ´ pAJq2q ´ pAAJ ´ A2q “ O

であるから，問 1より，A´ AJ “ O が従う．逆の主張は，AJ “ Aの両辺に左から Aを乗じることで従う．

■

2.2 第二問
第２問

問題 2.2 .

問 1 次の条件を満たす実数 α, β P Rを求めよ：

1
1 ´ x2 “

α
1 ` x `

β
1 ´ x , x P R.

問 2 次の定積分を求めよ：
ż π{6

0

dθ
cos2 θ ´ sin2 θ

.

問 3 次の定積分を求めよ：
ĳ

D

e´ 3x2´y2
2 dxdy, D :“

␣

px, yq P R2 | 0 ď y ď x
(

.

［解答例］.

(1)
α

1 ` x `
β

1 ´ x “
pα ` βq ` xpβ ´ αq

1 ´ x2 “
1

1 ´ x2

には，
#

α ` β “ 1,
β ´ α “ 0.

ô α “ β “
1
2

が必要十分である．
(2) x :“ tan θ と置換することで，次のように計算できる：

ż π{6

0

dθ
cos2 θ ´ sin2 θ

“

ż π{6

0

1
cos2 θ

dθ
1 ´ tan2 θ

“

ż 1{2

0

dx
1 ´ x2

“
1
2

„

log 1 ` x
1 ´ x

ȷ1{2

0
“

1
2 log 3.
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(3)

■

注意. 問 3は筆者には解けていません．

2.3 第三問
第３問

問題 2.3 .

問 1 A,B P MnpRqが同時対角化可能であるならば，AB “ BAであることを示せ．
問 2 次の行列 C,D P Mn`mpRqについて，CD “ DC であることと C12 “ Om,n, C21 “ On,m であることとが同値である

ことを示せ：

C :“
ˆ

C11 C12
C21 C22

˙

, D :“
ˆ

λIm Om,n
On,m µIn

˙

, µ ‰ λ,C11 P MmpRq, C22 P MnpRq, C12, CJ
21 P MmnpRq.

問 3 次の C P Mn`mpRqについて，C が対角化可能であることの必要十分条件は，C11, C22 がそれぞれ対角化可能である
ことであることを示せ：

C :“
ˆ

C11 Om,n
On,m C22

˙

, C11 P MmpRq, C22 P MnpRq.

問 4 A,B P Mn`mpRqはいずれも対角化可能で，次の 2条件を満たすとする：
(a) AB “ BA．
(b) Aはある正則行列 P P GLn`mpRqによって，

P´1AP “

ˆ

λIm Om,n
On,m µIn

˙

, λ ‰ µ.

と対角化される．
このとき，A,Bは同時対角化可能であることを示せ．

［解答例］.

(1) A,Bは同時対角化可能であるから，ある P P GLnpRqが存在して，

P´1AP, P´1BP

はいずれも対角行列になる．対角行列は互いに可換であるから，

pP´1APqpP´1BPq “ P´1ABP “ P´1BAP “ pP´1BPqpP´1APq.

中央の等式について，両辺に左から P，右から P´1 を乗じると AB “ BAを得る．
(2) いま，

ˆ

C11 C12
C21 C22

˙ˆ

λIm Om,n
On,m µIn

˙

“

ˆ

λC11 µC12
λC21 µC22

˙

.

ˆ

λIm Om,n
On,m µIn

˙ˆ

C11 C12
C21 C22

˙

“

ˆ

λC11 λC12
µC21 µC22

˙

.

であるから，CD “ DC であることは，
#

µC12 “ λC12,
µC21 “ λC21.

ô

#

pµ ´ λqC12 “ O,
pµ ´ λqC21 “ O.

に同値．いま µ ‰ λ より，両辺を µ ´ λ で割ることで，これは C12 “ C21 “ O に同値．
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(3) 十分性 C11, C22 がいずれも対角化可能であるとき，ある P P GLnpRq, Q P GLmpRqが存在して，

Q´1C11Q, P´1C22P

はいずれも対角行列である．このとき，R :“ diagpQ,Pq P GLn`mpRqも可逆であることが R´1 “ diagpQ´1, P´1qで
あることからわかり，

R´1CR “ diagQ´1C11Q,P´1C22P

と対角化される．
必要性 C は対角化可能であるとする．

Cn “

ˆ

Cn
11

Cn
22

˙

であることより，C の最小多項式は C11, C22 の最小多項式の最小公倍式となっている．したがって，C の最小多項式が
相異なる一次式の積に分解されるとき，C11, C22 もそうである．よって，C11, C22 も対角化可能である．

(4) 条件 (a)が成り立つとき，実は P´1AP,P´1BP も可換である：

pP´1APqpP´1BPq “ P´1ABP “ P´1BAP “ pP´1BPqpP´1APq.

すると問 2の結果より，P´1BP も対角行列である．

■

注意. (1)の条件 AB “ BAは実は同時対角化可能性の十分条件とはなりえず，あと A,Bが正規行列であることが必要である．

2.4 第四問
第４問

問題 2.4 . X „ Exp p1q, Y „ Np0, 1qとする．必要ならば，Y の分布関数

Φpzq “
1

?
2π

ż z

´8

e´ z2
2 dz

を解答に用いてよい．

問 1 任意の y P Rに対して，ErcospXyqs, ErsinpXyqsを求めよ．
問 2 任意の x P Rに対して，ErcospxYqs, ErsinpxYqsを求めよ．
問 3 次の値を求めよ：

M :“ E
„

Y2

1 ` Y2

ȷ

.

［解答例］. Exp p1qの密度関数を
gptq :“ e´t1p0,8qptq, t P R.

Np0, 1qの密度関数を
ϕpzq :“ Φ1pzq “

1
?

2π
e´ z2

2 , z P R.

で表す．

(1) Exp p1qの特性関数は，

EreiXys “

ż 8

0
eitygptqdt “

ż 8

0
etpiy´1qdt

“

„

´
etpiy´1q

1 ´ iy

ȷ8

0
“

1
1 ´ iy “

1
1 ` y2 ` i y

1 ` y2 .
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いま，ErcospXyqs, ErsinpXyqsはそれぞれ EreiXysの実部と虚部であるから，それぞれを比較して，
$

’

&

’

%

ErcospXyqs “
1

1 ` y2 ,

ErsinpXyqs “
y

1 ` y2 .

(2) Np0, 1qの特性関数は，

EreixY s “

ż

R
eixzϕpzqdz “

ż

R
eixz´ z2

2 dz

“

ż

R
e´

pz´ixq2
2 ´ x2

2 dz “ e´ x2
2

ż

R
e´

pz´ixq2
z dz “ e´ x2

2 .

最後の積分は，e´ z2
2 の C2 上の直線 Im z “ ´x 上での積分に等しいが，これが実軸上での積分に等しい理由は，x ą 0の

ときは長方形領域 r´L, Ls ˆ r´x, 0sを考え，その左右の端 Br´L, Ls ˆ r´x, 0s上での積分は L Ñ 8の極限で 0に収束する
ことによる．以上より，問 1と同様に左辺と右辺を比較して，

#

ErcospxYqs “ e´ x2
2 ,

ErsinpxYqs “ 0.

(3) 問 1,問 2の結果と Fubiniの定理より，次のように計算できる：

M “ E
„

Y2

1 ` Y2

ȷ

“ 1 ´ E
„

1
1 ` Y2

ȷ

“ 1 ´

ż

R

1
1 ` z2ϕpzqdz

“ 1 ´

ż

R

ż 8

0
cospztqgptqϕpzqdtdz

“ 1 ´

ż 8

0
e´ t2

2 gptqdt

“ 1 ´

ż 8

0
e´ 1

2 pt`1q2e 1
2dt

“ 1 ´ e 1
2

ż 8

1
e´ s2

2 ds “ 1 ´ e 1
2 Φp´1q.

■

3 2021年 8月実施

第 1問 第１問 (3)は骨のある積分問題であったが，行列計算・積分・Maclaurin展開というメニューは変わらない．
第 2問 Laplace変換を題材にした簡単な積分計算問題．
第 3問 標本平均と標本分散が独立であること (さらに言えば Cochranの定理の証明)を題材とした，高度な線型代数への

練度を必要とする問題であった．正面から解くには対称行列の対角化の理論が必要．
第 4問 Markov連鎖を与え，その確率行列の収束を議論させる問題であるが，誘導に乗れれば問題ない．

3.1 第一問
第１問

問題 3.1 .

(1) lim
xÑ0

1 ´ cosx
x2 ．
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(2) 次の行列 A,B P M3pRqが S P GL3pRqに対して B “ S´1AS を満たすとき，S “ psijqi,jPr3s の必要条件を求めよ：

A “

¨

˝

0 0 2
0 1 0
0 0 2

˛

‚, B “

¨

˝

0 0 0
0 1 0
0 0 2

˛

‚.

(3) a, b, c „ Upr0, 1sqを独立確率変数とする．ax2 ` bx ` c “ 0が実数解を持つ確率を求めよ．

［解答例］.

(1) Taylorの定理より，cosx “ 1 ´
x2

2 `Opx4q px Ñ 0q．よって，

lim
xÑ0

1 ´ cosx
x2 “ lim

xÑ8

ˆ

1
2 `Opx2q

˙

“
1
2 .

(2) 同値な等式 SB “ AS は成分毎に表すと
»

–

0 s12 2s13
0 s22 2s23
0 s32 2s33

fi

fl “

»

–

2s31 2s32 2s33
s21 s22 s23
2s31 2s32 2s33

fi

fl .

これを解いて，
s12 “ s21 “ s23 “ s31 “ s32 “ 0, s13 “ s33.

換言すれば，

S “

»

–

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

fi

fl “

»

–

a 0 c
0 b 0
0 0 c

fi

fl pa, b, c P Rq

と表せることが必要．
(3) ax2 ` bx ` c “ 0が実解を持つことは，a “ 0 ^ pb ‰ 0 _ c “ 0qまたは a ‰ 0 ^ pb2 ´ 4ac ě 0qに同値．Upr0, 1s3qは

r0, 1s3 上の Lebesgue測度に等しいから，集合
␣

pa, b, cq P r0, 1s3 | a “ 0 ^ pb ‰ 0 _ c “ 0q
(

Y
␣

pa, b, cq P r0, 1s3 | a ‰ 0 ^ pb2 ´ 4ac ě 0q
(

“: AY B

の体積を求めれば良い．前者の集合 A “
␣

pa, b, cq3 P r0, 1s3 | a “ 0 ^ pb ‰ 0 _ c “ 0q
(

は体積 0である．一方で，任意に
固定した a P r0, 1sに対して，

l
`␣

pb, cq P r0, 1s2 | 4ac ď b2(˘ “

$

’

’

&

’

’

%

1
4a

ż 2
?
a

0
b2db ` p1 ´ 2

?
aq

1
4a ě 1,

1
4a

ż 1

0
b2db 1

4a ď 1.

であるから，

lpBq “

ż 1{4

0

ˆ

1 ´
4
3

?
a
˙

da `

ż 1

1{4

1
12ada

“

„

a ´
8
9a

ȷ1{4

0
`

1
12

„

loga
ȷ1

1{4
“

1
36 p5 ` 6 log 2q « 25%

■

3.2 第二問
第２問

問題 3.2 . f P L1pR`qに対して，
Fpsq :“

ż 8

0
fptqe´stdt ps ą 0q
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を Laplace変換といい，Lrfs :“ F とも表す．

(1) a ě 0について，Lre´atsを求めよ．
(2) @aě0 @są0 Lre´atfptqspsq “ Fps ` aqを示せ．
(3) @nPN @są0 Lrtnspsq “

n!
sn`1 を示せ．

［解答例］.

(1) 計算過程は次のようになる：

Lre´atspsq “

ż 8

0
e´ate´stdt “

ż 8

0
e´pa`sqtdt

“

„

´
e´pa`sqt

a ` s

ȷ8

0
“

1
a ` s .

(2) 任意の a ą 0, s ą 0について，

Lre´atfptqspsq “

ż 8

0
e´atfptqe´stdt

“

ż 8

0
fptqe´pa`sqtdt “ Fps ` aq “ Lrfsps ` aq.

(3) n “ 0のとき，
Lr1spsq “

ż 8

0
e´stdt “

„

´
e´st

s

ȷ8

0
“

1
s .

n ą 0のとき，

Lrtnspsq “

ż 8

0
tne´stdt “

„

´
e´st

s tn
ȷ8

0
`
n
s

ż 8

0
tn´1e´stdt “

n
sLrtn´1spsq.

であるが，帰納法の仮定より右辺は n
s

pn ´ 1q!
sn “

n!
sn`1 に等しい．

■

3.3 第三問
第３問

問題 3.3 . X1, ¨ ¨ ¨ , Xn „ Npµ, σ2qを独立同分布列，x :“ pX1, ¨ ¨ ¨ , XnqJ とする．

(1) B P MmnpRq, A P MnpRqを対称行列とする．BA “ Oのとき，2つの確率変数 Bx と xJAx とは独立になることを
示せ．

(2) 標本平均 X “
1
n

n
ÿ

i“1
Xi と標本分散 S2 “

1
n ´ 1

n
ÿ

i“1
pXi ´ Xq2 が独立であることを示せ．

［解答例］.

(1) Aは対称行列だから，ある直交行列 U P OnpRq, UJU “ In を用いて，UJDU “ Aと対角化出来る．よって，y :“ Ux P Rn

と定めると，これは再び独立な正規確率変数のベクトル y „ NpµU1n, σ2Inqで，

xJAx “ pUxqJDpUxq “ a1y2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` ary2

r , r :“ rankA,D “: diagpa1, ¨ ¨ ¨ , arq

と表せる．次に，BA “ 0より，Im A Ă Ker Bすなわち Im B Ă Ker Aであるから，Bx は yr`1, ¨ ¨ ¨ , yn のみによって表
せる確率変数のベクトルである (使わないものもあるかもしれないが)．よって，Bx と xJAx は独立．
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(2) m “ 1, B :“ 1
n1J

n と

A :“ 1
n ´ 1

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 ´
1
n ´

1
n ¨ ¨ ¨ ´

1
n

´
1
n 1 ´

1
n ¨ ¨ ¨ ´

1
n

... . . . . . . ...
´

1
n ´

1
n ¨ ¨ ¨ 1 ´

1
n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

2

“: 1
n ´ 1Λ2

と定めると，BΛ “ O より，BA “ O であり，同時に X “ Bx かつ S2 “ xJAx である．

■

要諦. (1)の事実は B :“ bbJ

}b}2 を射影行列とし，

XJAX |ù bJX ô XJAX |ù XJBX

に注意すれば，射影子の特徴付け 15.17と Fisher-Cochranの定理 15.21からすぐに従う．また，Basuの定理からも従う 15.41．
(2) の独立な標本の標本平均と標本分散が独立であるという事実は，標本が正規分布に従っているという事実を特徴付ける
[Kawata and Sakamoto, 1949]．

3.4 第四問
第４問

問題 3.4 .

(1) Id ´ R P GLdpRqを満たす R,L P MdpRqを用いて，

M “

ˆ

Id Od
L R

˙

L,R P MdpRq

と表せるとする．このとき，次を示せ：

@nPN` Mn “

ˆ

Id Od
pId ´ RnqpId ´ Rq´1L Rn

˙

.

(2) 次図の三角柱の頂点を移動する一匹の蟻を考える．頂点 DEF のいずれかから等確率でスタートし，三角柱の頂点
を移動し，頂点 A,B,C のいずれかに達したら，そこから他の頂点には動かないものとする．蟻が頂点 D にいると
きに，次の時刻に頂点 A,B,C,D,E,Fに移動する確率はそれぞれ

ˆ

2
5 , 0, 0,

2
5 , 0,

1
5

˙

，蟻が頂点 Eにいるときに，次の

時刻に頂点 A,B,C,D,E,Fに移動する確率はそれぞれ
ˆ

0, 2
5 , 0, 0,

2
5 ,

1
5

˙

，蟻が頂点 Fにいるときに，次の時刻に頂点

A,B,C,D,E,Fに移動する確率はそれぞれ
ˆ

0, 0, 3
5 ,

1
5 ,

1
5 , 0

˙

であるとする．

C B A

F

E

D

移動開始からの経過時刻を n として，n Ñ 8の極限において，頂点 Aにいる蟻が頂点 Dからスタートした確率を
求めよ．必要ならば，次を使って良い：

実対称行列に対するゲルシュゴリンの定理
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n次実対称行列M “ pMijqi,jPrns の i行目の対角要素Mii 以外の絶対値の和をMi とする．

Mi :“
n
ÿ

k“1,k‰i
|Mik|, Di :“ tz P R | |z ´Mii| ď Miu

に対して，M の任意の固有値は Di pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqのいずれかの内に存在する．

［解答例］.

(1) n “ 1のとき，成立は明らか．n ą 1のとき，

Mn´1 “

ˆ

Id Od
pId ´ Rn´1qpId ´ Rq´1L Rn´1

˙

を認めると，

Mn “ Mn´1M “

ˆ

Id Od
pId ´ Rn´1qpId ´ Rq´1L Rn´1

˙ˆ

Id Od
L R

˙

“

ˆ

Id Od
pId ´ RnqpId ´ Rq´1L Rn

˙

.

ただし左下成分については，

pId ´Rn´1qpId ´R´1q´1L`Rn´1L “

ˆ

pId ´Rn´1qpId ´R´1q´1 ` pRn´1 ´RnqpId ´R´1q´1
˙

L “ pId ´RnqpId ´Rq´1L

と計算出来る．
(2) 与えられたMarkov過程は，初期分布を

ˆ

0, 0, 0, 1
3 ,

1
3 ,

1
3

˙

とし，遷移行列を

A :“
ˆ

I3 O3
L R

˙

, L :“ 1
5diagp2, 2, 3q, R :“ 1

5

¨

˝

2 0 1
0 2 1
1 1 0

˛

‚.

とするものである．R は対称行列であるから，Gershgorin の定理から，M の任意の固有値は
ˆ

´
2
5 ,

4
5

˙

に含まれる．特
に， lim

nÑ8
Rn “ O3 である．(1)と併せると，

lim
nÑ8

An “

ˆ

I3 O3
pI3 ´ Rq´1L O3

˙

, pI3 ´ Rq´1L “

¨

˚

˚

˚

˝

4
3

2
3 3

2
3

4
3 3

2 2 9

˛

‹

‹

‹

‚

.

以上より，
4
3

4
3 ` 2

3 ` 2
“

1
3 .

■

4 2021年 1月実施
概観

第 1問 行列計算，微分は良いが，(3)は一般可逆行列を題材にした骨のある線型代数の問題．
第 2問 重積分の変数変換を用いた求積を題材とした簡単な計算問題．
第 3問 単純なMarkov連鎖についてその不変分布を求めさせる問題．
第 4問 指数分布を題材にして，その無記憶性と，関連する確率変数の分布同等性を証明させる小問集合である．


